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3, q = e2⇡i⌧ である. 古典的な事実として良く知られているが, 楕円モ
ジュラー関数 jは以下の同型を誘導し, 楕円曲線のモジュライ空間を与える.
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楕円モジュラー関数 jに対して, 三種類の積公式がこれまでに知られている [3]. （三番目の
等式の発見者の名前のリストは完全で無いかも知れない.）




の明示公式が与えられる. 簡単の為, d1, d2 <  4を平方因子を持たない互いに素な奇数
とし, E = C/Z+ ⌧1Z, E = C/Z+ ⌧2Z, ⌧1, ⌧2をそれぞれ判別式 d1, d2の虚二次無理数
とする時, Gross-ZagierはY
[⌧1],[⌧2],disc(⌧i)=di
(j(⌧1)  j(⌧2)) = ±
Y






を示した. ここで,左辺の積は判別式がdiに等しい虚二次無理数の同値類 [⌧i] 2 PSL2(Z)\H,
即ち






0) 2 Z>0, ✏(n) = ±1
である. （✏(n)の定義は省略する.）
• (Borcherds [3]) Eを代数体K上定義されたCM楕円曲線, ⌧ 2 Hは=⌧   0を充たす尖
点の近傍の点とする時,Y
 2Hom(K,C)







nは  0(4) に関する重さ 1/2のモジュラー形
式で, qD +O(q)の形をしており, さらに c0(n)は n ⌘ 0, 1 mod 4以外では零である. た
だし, CM楕円曲線Eが虚二次無理数 ⌧0を用いてE = C/Z+ ⌧0Z と表される時, D < 0
は ⌧0の判別式であり, H( D)はHuruwitz類数である.
• (Borcherds [2]) ⌧, ⌧ 0 2 Hが=⌧   0, =⌧ 0   0 を充たす尖点の近傍の点の時,








n = j(⌧)  744 = q 1 + 196884q + · · · である.
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問題 1 (Borcherds [3], p211 問題 9). 楕円モジュラー関数 jに対する上の三つの積公式は相互に
関係しているのか？
この問を動機として, この文章では以下の項目を解説する. 証明には一切立ち入らない. 詳細
は現在準備中の論文 [11]で与える予定である.
(I) Borcherds  -関数を用いた新しい j( )   j(⌧)の積公式. この積公式は, 一般の直積型
Kummer曲面上に 15個の異なるEnriques構造が入る事から導かれる.








K3曲面X に対して, その Picard（又はNe´ron-Severi）格子と超越格子は以下の様に定義さ
れていた.
NX := H
2(X,Z) \H1,1(X,R), TX := N?H2(X,Z)X .
Abel曲面Aに対して, Km(A)によりAに付随するKummer曲面を表す. Aが二つの楕円曲線
の直積の時, Km(A)を直積型Kummer曲面と言う.
事実 2. 一般の直積型Kummer曲面について, 以下の特徴付けが知られている.
(1) 点 ( , ⌧) 2 H⇥ Hが一般の点ならば,






(2) 逆に, K3曲面X が条件 TX ⇠= U(2)   U(2)を充たすならば, 点 ( , ⌧) 2 H ⇥ Hが存在
して,





定理 3 (向井 [16], 大橋 [18]). 点 ( , ⌧) 2 H⇥ Hが
TKm(E ⇥E⌧ ) ⇠= U(2)  U(2)
という意味でH⇥ Hの一般の点ならば, 次の三つの集合の間に一対一対応が存在する.
(i) Km(E ⇥E⌧ )上のEnriques構造. 即ち, Km(E ⇥E⌧ )上の自由対合のAut(Km(E ⇥E⌧ ))
における共役類.
(ii) 格子の埋め込みの同型類 emb{U(2)  U(2) ,! H2 (K3,Z)}/O(H2 (K3,Z)). ここで,
H2 (K3,Z) ⇠= ⇤ := U  U(2)  E8( 2)
はK3格子H2(K3,Z)の自由対合 ◆に関する反不変部分
H2 (K3,Z) := {` 2 H2 (K3,Z); ◆⇤` =  `}.
（堀川により, 格子H2 (K3,Z)の同型類は自由対合 ◆の選び方に依らず ⇤に等長である
事が知られている. E8は階数 8の正定値偶ユニモジュラー格子.）
(iii) 集合AU(2) U(2) \ {0}. ここで, AU(2) U(2)は格子U(2)  U(2) の判別式群
AU(2) U(2) = (U(2)_   U(2)_)/(U(2)  U(2)) ⇠= (Z/2Z) 4.
この向井-大橋対応により, Km(E  ⇥ E⌧ )上の Enriques構造の奇偶を以下の様に定める. 判
別式群AU(2) U(2)はZ/2Z-値二次形式を持っている:
q(x) := hx, xiU(2) U(2) mod 2Z, x := x mod U(2)  U(2).
定義 1. 判別式群の元   2 AU(2) U(2) \ {0}に対応するKm(E  ⇥E⌧ )の自由対合を ◆ で表す. 元
  2 AU(2) U(2) \ {0}に対応する自由対合 ◆  : Km(E  ⇥ E⌧ )! Km(E  ⇥ E⌧ )に対して,
◆  は
8><>: even (又は Liberman)odd (又は金銅-向井) () q( ) =
8><>:01
Liberman対合は 9個存在し, 金銅-向井対合は 6個存在する. 9個の Liberman対合には共通
の構成方法が知られており, 同様に 6個の金銅-向井対合にも共通の構成方法が知られている.
Liberman対合の構成法は容易であるが, 金銅-向井対合の構成は（少なくとも筆者には）あまり




問題 4. 直積型Kummer曲面族上の Enriques構造から, 何故保型形式が生ずるのか？
この問題に答える為に, 以下の定理を思い出す.
定理 5 (Borcherds [4]). Enriques曲面の周期領域 ⌦⇤上には Borcherds  -関数と呼ばれる重さ
4の保型形式 が存在し, Enriques曲面のモジュライ空間上で零点を持たない. 即ち, D ⇢ ⌦⇤
を Enriques曲面の判別式軌跡とすれば,
div( ) = D.












⇤ q ⌦ ⇤ = {[⌘] 2 P(⇤⌦C); h⌘, ⌘i = 0, h⌘, ⌘¯i > 0}
であり,










には⌦⇤の管状領域としての表示が便利なので, それを思い出す. 以下, ベクトルv 2 ⇤, v0 2 ⇤_
を条件 v · v0 = 1を充たす原始的 (primitive)かつ等方的 (isotropic) ベクトルとする. ⇤の符号
が (2, 10)なので,
L = v?/v ⇠= R1,9
は 10次元双曲型ベクトル空間であり, Lの正錐
CL = {x 2 L; hx, xi > 0}
は二個の連結成分から成る. CLの一つの成分 C+L を固定すれば, 複素多様体の同型





v + v0 + z
 
2 ⌦+⇤
が存在する. 以下, この同型により⌦+⇤ と管状領域L⌦R+ i C+L を同一視する. ⇤の自己同型群
O(⇤)の作用を除き, ⇤は二個の異なる原始的な等方的ベクトルを持つ事が知られている [21].
⇤ = U  U(2)  E8( 2)と書く時, Uの原始的な等方的ベクトルとU(2)の原始的な等方的ベク
トルがその二つの原始的な等方的ベクトルの類を代表する事が知られている. Lは vの選び方
に依存し, 従って同一の⌦+⇤ 上の保型形式の表示も vの選び方に依存する. 以下, ⇤の二つの原
始的な等方的ベクトルのそれぞれに対して, Borcherds  -関数の表示を与える. 詳しくは, [4],
[5]を参照.
Case 1 vを原始的部分格子U ⇢ ⇤の原始的な等方的ベクトルとする. この時, L = v?/v ⇠=
U(2)  E8( 2)である.











c(n) qn = ⌘(⌧) 8⌘(2⌧)8⌘(4⌧) 8, q = e2⇡i⌧




Case 2 vを原始的部分格子 U(2) ⇢ ⇤の原始的な等方的ベクトルとする. この時, L =
v?/v ⇠= U  E8( 2)である.






ここで, ⇢ = ((0, 1), 0), ⇢0 = ((1, 0), 0) 2 Lであり, 数列 {c(n)}はCase 1と同様の母関数で定義
される. Case 1同様, 上の無限積は零次元尖点の近傍, 即ち=yが充分大きい時に絶対収束する.
この場合も, Borcherds  -関数の明示的な Fourier級数展開も知られている.
次に, Borcherds  -関数のPeterssonノルムを定義する.
定義 4. (1) vをCase 1で選んだ ⇤の原始的な等方的ベクトルとする. vに付随する⌦+⇤ の
管状領域表示L⌦R+ i C+L において, 関数
k (y)k2 := h=y,=yi4| (y)|2.
をBorcherds  -関数のPeterssonノルムと言う. 関数 h=y,=yiは⌦+⇤のBergman核と呼
ばれる関数であり, 上半平面の=⌧ に相当する役割を果す. Bergman核の変換性から, 関
数 k k2は⌦+⇤ 上のO+(⇤)-不変C1級関数である.
(2) Enriques曲面 Y の周期を [Y ] 2  \⌦+⇤ とする時, Y の不変量を
k (Y )k := k ([Y ])k
と定める. 関数 k k2のO+(⇤)-不変性から, k (Y )k2は矛盾無く定義される.
4. 楕円モジュラー関数 jのBorcherds  -関数を用いた積表示
以上の準備を基に, j( )  j(⌧)のBorcherds  -関数を用いた積表示を与える.
定理 7 ([11]). H⇥ H上の関数として, 以下の等式が成り立つ.
2 16 |j( )  j(⌧)|6 =
Q
  odd k  (Km(E  ⇥ E⌧ )/◆ ) k3Q
  even k  (Km(E  ⇥ E⌧ )/◆ ) k2
.
より強く, 各   2 AU(2) U(2) \ {0} に対してモジュラー埋め込み i  : H⇥ H ,! ⌦+⇤ が存在して,
2 16 (j( )  j(⌧))6 =
Q
  odd  (i ( , ⌧))
3Q
  even  (i ( , ⌧))
2





ない. 又, 定理 7に直結した問題としては, j-関数以外のHauptmodulの差をBorcherds  -関数
を用いて表す事ができるのであろうか？
さて, Gross-Zagierの公式を定理 7の積表示に基づいて理解しようとする時, 次の問は自然で
あろう.
問題 8. Borcherds  -関数の値 k (Y )kを算術的に理解せよ.
次節以降, この問題を話題の中心に扱う.
5. Borcherds  -関数の値の算術的性質・・・・・Arakelov幾何学からのアプローチ
Y をEnriques曲面とし, Xを Y に付随するK3曲面とする. 簡単の為, Xと Y はQ上定義さ
れていると仮定する. （本当はQ上で定義されていれば充分である.）この時, 夫々Y , X を一
般ファイバーとする算術多様体 g : Y ! Spec(Z)と h : X ! Spec(Z)が存在する.
事実 9. 相異なる素数 2, p1, . . . , pkが存在して, N := 2p1 · · · pkと置けば, 以下の主張が成り立つ.
• X o := X|Spec(Z[1/N ])とYo := Y|Spec(Z[1/N ])は Spec(Z[1/N ])上で滑らかである.
• X o上に自由対合 ◆が存在して, Yo = X o/◆が成り立つ.
Y に対応するX上のEnriques構造を定める対合 ◆は, Q上では固定点を持たないが整数環上
では一般に固定点を持つ. そこで, ファイバーの非特異性と併せて, 上の様にN を選ぶ. 算術的
Riemann-Roch定理 [7]とK3曲面・Enriques曲面の解析的捩率の計算 [23]から次の主張が導か
れる.
定理 10 ([11]). ↵を階数 1の自由Z-加群H0(X ,OX )_の生成元とすれば,






























ここで, A , (Km(A)/◆) は体の埋め込み   : K ,! Cに対応してA, Km(A)/◆ から得られる複
素多様体である. （以下, 同様の記号を使う.）
後で, Kummer曲面が主偏極の場合にQの部分をより明示的な形で定式化する.
注意 12. K を [K : Q] = 4となる CM体とし, Q上 Galoisと仮定する. さらに, Aが OK に
よる虚数乗法を持ち, Galois群Gal(K/Q)は可換であると仮定する. この条件下で, hFal(A)は
Colmez [6]により計算された. （Colmezの結果は一般のCM Abel多様体に対して成り立つ. こ
こではAbel曲面の場合のみを扱っているので, 上の様な条件を課した. Ko¨hler-Roessler [12]に







+ log f  の明示的な線形和.












例えば, XがKummer曲面でPicard数が 20ならば,或るCM楕円曲線Eを用いてX = Km(E⇥
E)と表される [20]. この設定では, Schoferの結果とAがCMの場合の定理 11は主要な登場人
物が一致しているという点で整合している.（細かい所まで一致しているかどうか, 筆者はまだ
確認していない.）
Shoferの定理は, 一般の直交型モジュラー多様体のCM点において, Borcherds productの値




Schoferの意味の CM点は Picard数 20のK3曲面の周期に対応する点の事である. Borcherds
productとしてBorcherds  -関数を選んだ場合が, 上の主張である.
さて,  , ⌧ 2 HがCM点の時, |j( )  j(⌧)|12はQ 2Hom(K,C)(k (Y )k/k (Y 0 )k)2 という形の
数の積であった（定理 7）. Gross-Zagierの公式をK3曲面を通して理解するという目論見から
すると, 我々が知りたいのは次の事である.
問題 14. 或るK3曲面上に異なる Enriques構造が存在する時, 夫々の Enriques構造に関する
Borcherds  -関数のノルムの比の算術的な性質を理解せよ.
この問に対して, 算術的Riemann-Roch定理から, 次の主張を示す事ができる.
定理 15 ([11]). Y , Y 0をEnriques曲面とし, 同一のK3曲面Xが同伴すると仮定する. もしX,











問題 16. Enriques曲面の代数的な族に対して, k kの代数的な表示が存在するか？
代数的な表示というのは曖昧な言い方であるが, 少なくとも前節の結果を説明できるような
Borcherds  -関数の多項式による表示を意味する. そこで, この節では以下の 4-パラメーターの
Enriques曲面族を考える.








































で定める. PSL(3,C)と (C⇤)6の自然なM(3, 6;C)への作用を考えれば, 上の形のXAはP2の
6点の配置空間X(3, 6)でパラメトライズされる. X(3, 6)の点は0BBB@
a11 a12 1 1 0 0
a21 a22 1 0 1 0
1 1 1 0 0 1
1CCCA
という形の行列を代表元に持つので, X(3, 6)の次元は 4である.
XAには以下の対合が作用する.
◆ : P5 3 (x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6)! (x1 : x2 : x3 :  x4 :  x5 :  x6) 2 P5.
一般に,
{i, j, k} [ {l,m, n} = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
という分割に対して, P5の対合 ◆( ijklmn)を
◆( ijklmn)
(xi, xj, xk, xl, xm, xn) = (xi, xj, xk, xl, xm, xn)
で定めれば, ◆( ijklmn)はXAに作用する. ◆ = ◆(123456)である.
3⇥ 6-複素行列A = (a1, . . . , a6) 2M(3, 6;C) と 1  i < j < k  6に対して,




の時, A 2M(3, 6;C)を一般の 3⇥ 6-行列と呼ぶ.
事実 17. 一般の 3⇥ 6-行列A 2M(3, 6;C)に対して, XAはK3曲面であり,
YA,( ijklmn)
:= XA/◆( ijklmn)
は全ての分割 {i, j, k} [ {l,m, n} = {1, 2, 3, 4, 5, 6}に対して Enriques曲面である.
上の事実から, 一般のXAは少なくとも 10個の異なる Enriques構造を持つ.























とする時, 正則 2-形式 ↵A 2 H0(XA,⌦2)は
↵A := ⌅|XA
として定まる. ⌅の選び方は一意的ではないが, ↵Aは一意に定まる.




A 2M(3, 6;Z)の時,XAはSpec(Z)上の算術多様体f : X ! Spec(Z)を定める.  ijk(A) lmn(A)
を割る素数 pは, 対合 ◆( ijklmn) が p上のファイバー X (Fp)上自由で無いと言う性質で特徴付けら
れる. この意味で,（素数 2, 3を除き）Borcherds  -関数は自由対合 ◆( ijklmn)の整数環上の退化を
表す保型形式である.




























さて, 10個の Enriques構造から定まるBorcherds  -関数のノルムの比を取れば, 写像
X(3, 6) 3 [A]! (· · · : k (YA,( ijklmn))k : · · · ) 2 P
9(R)
が得られるが, 上の定理からこの写像は正則写像
X(3, 6) 3 [A]! (· · · :  ijk(A) lmn(A) : · · · ) 2 P9(C)
と座標の絶対値を取る写像









X(3, 6) 3 [A]! (· · · :  ijk(A) lmn(A) : · · · ) 2 P9(C)
を 10個のEnriques構造から導かれるBorcherds  -関数の比として理解できると良いが, 筆者は
まだちゃんと考えていない. これができると, P2の 6本の直線で分岐する二重被覆として得られ
るK3曲面の周期写像の逆写像をテータ関数を用いて与えるという松本圭司氏の結果 [14], [22]の
類似が,今考えているEnriques曲面の4-パラメーター族に対してBorcherds  -関数を用いてでき
る事になる. K3曲面族{XA}A2X(3,6)は符号 (2, 4)の適当な格子Nに付随する IV型領域を周期領
域に持つ（はずである）. 第 4節との類似を追うと, 10個の分割 {i, j, k}[{l,m, n} = {1, . . . , 6}
に対応する異なる 10個の格子の埋め込みN ,! ⇤が存在して, それらから定まる 10通りの領域
のモジュラー埋め込み ⌦N ,! ⌦⇤による Borcherds  -関数の引き戻しを ⌦N 上で考え, それら
の 10個の引き戻しの比が上の写像
X(3, 6) 3 [A]! (· · · :  ijk(A) lmn(A) : · · · ) 2 P9(C)
に一致するはずである. さらに言えば, この様にして得られる ⌦N 上の 10個のBorcherds  -関
数の引き戻しが, 松本・寺杣 [15]の 10個のテータ関数 {⇥2hJi}に一致するはずである.
系 20. XAが種数 2曲線の Jacobi多様体 Sに付随するKummer曲面の時,
Km(S) = XA, A =
0BBB@
1 1 1 1 1 1












1CCCA ,  i 2 C.
と書ける事が知られている [8, Chap. 6 Sect. 2]. そこで, 条件
Km(S) = XA, A =
0BBB@
1 1 1 1 1 1













































ここで,  (x1, x2, x3) :=
Q
1i<j6(xi   xj) は {x1, x2, x3}の差積であり, ↵Aを SのNe´ronモデ
ルの上の 2-形式と見ている.
右辺の最初の二つの項が有理数であり, 最後の項が一般に超越的である. SがさらにCM Abel
曲面の時, Colmetzの定理により hFal(S)が Dirichlet L-関数の原点における対数微分の線形和
として表示されるので, この場合は 2冪と 3冪の不定性を除いて Borcherds  -関数のノルムの
値（のQ上の共役に関する平均）の明示式を得る.
ノルムを取る前のBorcherds  -関数の値も興味深い. ベクトル c, c0 2 H2(XA,Z)を
◆⇤c =  c, ◆⇤c0 =  c0, hc, c0i = 1, hc, ci = hc0, c0i = 0
となる様に選び,
!A,c :=
↵A   h↵A, cic0   h↵A, c0ic
h↵A, ci
と定めれば, L = U(2)  E8( 2)とする時,
!A,c 2 L⌦R+ iCL
であり, !A,cは (XA, ◆)の周期である.
定理 21 ([11]). 複素 3⇥ 6-行列
A =
0BBB@
a11 a12 a13 1 0 0
a21 a22 a23 0 1 0




















積分である [22]. 又, 上の定理の右辺に現れる量は松本・寺杣 [15]の主定理に現れる量に非常
に類似している事を注意する. 松本・寺杣 [15, Eq. (4)]の右辺と定理 21の右辺は本質的に同じ
量である様に思われる. 最も望ましいのは,  (YA,( ijklmn))と松本・寺杣 [15]に現れるテータ関数
⇥2hJiの一致が系 19の直後に述べた形で言える事であるが, 筆者はまだ検証していない.（◆( ijklmn)
に対応した格子の埋め込みN ,! ⇤が同定されてしまえば, 後は基本的に保型形式の零と重さ
を比較するだけの事なので, 難しく無いはずである.）この一致が言えれば, ⇥2hJiと (YA,( ijklmn))
のFourier展開を比較する事により, 定理 18における 2冪と 3冪の不定性が排除される. （城崎
シンポジウムの期間中, 定理 21と論文 [15]の強い類似性を指摘して下さった寺杣友秀さんにこ
の場を借りて感謝します.）
7. Borcherds  -関数の値の代数的表示・・・・・一般の場合
f1, g1, h1 2 C[x1, x2, x3]と f2, g2, h2 2 C[x4, x5, x6]を同次二次式とし,
f := f1 + f2, g = g1 + g2, h = h1 + h2
と定める. 二次式 f , g, hが一般の時, 以前と同様にしてK3曲面
X(f,g,h) := {[x] 2 P5; f(x) = g(x) = h(x) = 0}
を得る. 構成から, X(f,g,h)はP5の対合
◆(x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6) = (x1 : x2 : x3 :  x4 :  x5 :  x6)
で不変である. 以前と同様,
Y(f,g,h) := X(f,g,h)/◆
と定めれば, f, g, hが一般の時, Y(f,g,h)は Enriques曲面である.
事実 22. 一般の Enriques曲面は Y(f,g,h)という表示を持つ.
この主張は, Y(f,g,h)と表される Enriques曲面が 10次元族を成すという事である [1]. （[1]に
よれば, 全てのEnriques曲面が Y(f,g,h)の形に表されるという訳では無い様である.）
定理 23 ([11]). 定数 c, d 2 Qが存在して, 二次式
f = f1 + f2, g = g1 + g2, h = h1 + h2 2 C[x1, . . . , x6]
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で定義される Enriques曲面 Y(f,g,h)に対して, 次の等式が成り立つ.









ここで, R(f1, g1, h1)とR(f2, g2, h2)は三本の三変数二次式に対する終結式であり, 正則 2-形式
↵(f,g,h) 2 H0(X(f,g,h),⌦2) は以前と同様 ↵(f,g,h) := ⌅|X(f,g,h)と定義される. 但し,
6X
i=1
( 1)ixidx1 ^ · · · ^ dxi 1 ^ dxi+1 ^ · · · ^ dx6 = df ^ dg ^ dh ^ ⌅.








✓ |R(f1, g1, h1)R(f2, g2, h2)|
|R(f 01, g01, h01)R(f 02, g02, h02)|






第 6節と第 7節の結果には楕円曲線に対する類似の結果があるので, この節で紹介する. Eを
楕円曲線とすれば, A = (aij) 2M(2, 4;C)が存在して, Eは以下の表示を持つ.
E = EA :=
8<:[x] 2 P3; a11x21 + a12x22 + a13x23 + a14x24 = 0,a21x21 + a22x22 + a23x23 + a24x24 = 0
9=; .
此れ等の方程式は楕円曲線上のレベル 4のテータ関数の充たす関係式である. （従って, もう一
つ別の関係式も有るが, それは最初の二つの関係式に線形従属である.）
第 6節と同様, 1  i < j  4に対して








(1  qn)24, q = e2⇡i⌧
で定める. 楕円曲線EAをEA ⇠= C/Z+ ⌧AZ, ⌧A 2 Hと表す時,
k (EA)k2 := (=⌧A)12| (⌧A)|2












ここで, 1-形式 ↵A 2 H0(EA,⌦1)は定理 18, 定理 23 と同様に定義される.
2⇥4-行列Aの行列成分aijは, EAのテータ定数を用いて具体的に表せる. 又, EAをWeierstrass
標準形に書く時, ↵AもWeierstrass標準形上の 1-形式 dx/yとテータ定数を用いて具体的に表す
事ができる. これらの事から, 定理 25を確かめる事ができる. Eが代数体上で定義されている
時は, 算術的Riemann-Roch定理を用いても上の等式が確かめられると思う.
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